Twierdzenie Brouwera (praca domowa)

Zasady rozwigzywania. Ponizsze sze$¢ zadan nalezy samodzielnie rozwiagzac, a na-
stepnie odda¢ na pismie. Dopuszczalna jest forma papierowa (czytelnym pismem)
i elektroniczna (dokument zredagowany w TeXu lub skan czytelny po wydrukowa-
niu). Mozna i nalezy korzysta¢ z twierdzen dowiedzionych na wyktadzie i éwiczeniach,
ale w przypadku twierdzen bez nazwy/nazwiska nalezy wskaza¢ na zalozenia i teze
wykorzystywanego twierdzenia.

Termin. Rozwigzania nalezy odda¢ do pigtku 24 stycznia (do poélnocy, jesli
chodzi o wersje elektroniczna). W uzgodnionych przypadkach pdzniej.

Oznaczenia.

B" ={z € R": ||z|| < 1} — domkni¢ta kula jednostkowa
S"t = {z € R": ||z|| = 1} - sfera jednostkowa

Twierdzenie Brouwera o retrakcji. (wersja dla funkcji gtadkich) Nie istnieje
gtadka retrakcja u: B® — S"71 czyli funkcja speliajaca u(r) = z dla z € S*1.

Zadanie 1. Dla n wektoréw vy, ..., v, € R® wprowadzmy oznaczenie na wyznacznik
macierzy majacej je w kolejnych kolumnach:

Apy vy (t) = det(vy, v, ..., vy).

Dla funkcji gtadkich fi,..., f,: R — R™ wyprowadzi¢ wzor

d
gAfl,fg,...,fn = At ot T Ap iyt T A

Zadanie 2. Niech H: R""! — R" bedzie funkcjg gladka. Zdefiniujmy

D,=A R"™ SR dlak=0,...,n,

Oug H,eors0zp, H oo, H



gdzie przez - rozumiemy pomini¢cie danego wyrazu. Wykazaé¢ tozsamosé

> (-1 5= =0.

Strategia dowodu. Przypuéémy, ze u: B® — S ! jest gtadka retrakcja. Wpro-
wadZzmy pomocniczo homotopie miedzy u a funkcja identycznosciowa:

H:RxB"—>R" H(tz)=(1—t)x+tu(x),
dla kazdego t oznaczmy tez funkcje jednej zmiennej Hy(x) := H(t,z). Zdefiniujmy

V(t) := det Dhy(x) dz.

B"

Nastepne zadania wykazg sprzeczne wtasnosci V', co dopelni dowdd twierdzenia Bro-
uwera.

Zadanie 3. Przyjmujac t za dodatkows wspoélrzedng xg, wprowadzmy Dy jak po-
przednio. Wykazac, ze

D
M(f,:c) dz=0 dlak=1,...,n.

B 8xk

Wskazowka. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego, ustali¢ zmienne x,...,Zg, ..., T,
i scatkowaé po xy.

Zadanie 4. Wykaza¢, ze V'(t) =0 dlat € (0,1).
Wskazowka. Wyznacznik det Dh; to nic innego jak Dj.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, ze V(0) = |B"|.

Zadanie 6. Sprawdzié¢, ze V(1) = 0.
Wskazéwka. Z faktu zawierania u(B") C S*~! wywnioskowad, ze rézniczka du(z): R™ — R”
jest zdegenerowana dla kazdego z € B™.



